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以下,(A,m)に よって極 大 イデアル がmで あ るよ うなa
次元の ハ1∂θ疏θγ局所環 を表 し,e(、4)によって,極 大 イデ
アルmに 関す る環 、4の重複度 を表す。特 に断 らな い限 り,
Q=(a,,α2,'",αo)は環Aの パ ラ メー ター イデ アル を表
し,1=Q:mと お く。 この報告 の 目的は,次 の定理 を証 明
ハ
す るこ とに あ る。
定 理1.1.、4はCo加陥躍α6磁勿 環 では ない β鷹 然ろ翻 挽 局
所環 で あって,e(A)=2でdepthA>0な る もの と し,か
つ環 、4は体 を含む と仮 定す る。この とき,A内 のいか な
るパ ラメー ター イデアルQに 対 して も,等 式12=Q∫ が成
り立つ。但 し1=Q:mで あ る。
　
[SG]にお いて も解析 されてい るよ うに,本 研 究の 目的
は,基 礎 環Aが 必ず しもCo舵η一〃α6翻勿 でない とき,A.
CorsoとC.Poliniの次 結 果が どこまで成 り立 つか とい
う問題 を考 察す る ことに あ る。
定理1.2([CP]).AをCo勿 η・〃π6ακ勿 環 とす る。環A
が正則 で ないな らば,必 ず等式P=Q1が 成 り立つ。よ り詳
しくは,AがCo加 η一ル∫αo磯勿 環 でかつ12≠α な らば 次
が成 り立つ。
(i)Aは正 則環 であ り,(ii)μA(m/(Q十m2))≦;1かつ,
(iii)等式Q=Qが 成 り立 つ。但 し,μA(*)は生成元 の個
数 を表 し,Qは イデ アルQの 整 閉包 を表す。
[CP]によ り環AがCo加 η・〃厩研 勿 な らば等式12=
Q1が 成 り立つ ことが わか るの で,環Aが βπ61酌α卿zの
ときど うであ ろ うか と考 えるのは 自然 な問いで あ る。 本報
告 で は,環 、4が重 複 度2の8鷹 加∂砺 魏 局 所 環 で
depthA>0かつ体 を含 む ときは 等式12=Q∫ が成 り立つ
こ とを保 障 した もの で あ る。 しか しなが ら,重 複 度3の
。8π01融醐 挽 局 所 環A上 の パ ラ メ ー タ ー イ デ ア ルQで
1=Q:mが ∫2≠Q∫とな る例(但 し,depthA=0であ る。)　
は存在す るこ とに注意 してお く。(cf.[SG])
2準 備
Mを 有 限生成A一加群 とす る。SOCA(〃)=(0):mと定　




は有 限確定値 をと り(但 し,S={Q⊆ 、41QはMの パ ラメ
ー ター イデアル}と し,ム(*)は 組 成例 の長 さを表 す。),
等 式
・・(〃)一観(り伽)+繭)
が 成 り立 つ(cf.[GS])。但 し,h'(M)=ム(H`m(A))で あ
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って(こ こでH'n(*)は 局所 コモ ホ ロジー を表す),Mは
極 大 イ デ ア ルmに 関 す るMの 完 備 化 を表 し,KM=
Hom訳H二(M),EE(!1/m))とす る。(こ こで 泓(A/m)
はA/mの 入射 包絡 を表 わす。)
まず 注意 してお きたいの は次の結果 で あ る。
定 理2.1([SG]定理3.3).AはB%61幼απ〃z局所 環 であっ
て,d=dim、4>0,e(A)>1と仮 定す る。この とき環 、4の
パ ラ メ ー タ ー イ デ ア ルQが 等 式rA(A)ニ
ム(SOCA(A/Q))を満 た す な らば 等 式 ∫2=Q1が成 り立
つ。但 し,1=Q:mで あ る。　
次 に 定 理1.1の 仮 定 「Co加η一〃 α6侃 勿 環 で な いBucks一
∂α〃〃z局 所 環 で,e(A)=2,depthA>0,か つ 体 を 含 む 」
を 満 た す 環Aの 例 を 挙 げ る。(cf.[G1])
例2.2.んを 体,Qは 整 数 で4≧2と す る。b=k[[X,,…,
&一1,Y]](形 式 的 べ き 級 数 環)と し,A=k[[X,…,邸 一1,
γ2,X,Y,…,蕩 一、Y,}/3]]⊆Bと す る と,、4はBπ61蝕
∂醐 〃z局 所 環 でdimA=d,depthA=1,eq)=2か つ
r訳4)=a十2で あ る 。
例2.3.K/kを 体 の 拡 大 で[K:h]=2と な る も の と し,Q
は 整 数 で'dz2と す る 。B=K[[X1,…,晶]](形 式 的 べ き
級 数 環),A={f∈,8レ(0,0,…,0)∈k}と す る 。 こ の
と き,、41ヰ βπ6励 伽 〃z局 所 環 でdim、4=d,depth、4=1,
e(A)=2か つrA(A)=d+2で あ る 。
例2.4.kを 体,dは 整 数 で4≧2と す る 。R=k[[X,,…,
蕩]],S〒k[[X,,…,&,Y]](R,5と もに 形 式 的 べ き
級 数 環) .とし,多 項 式}を}=y2+G}/+bと す る 。 但 し,
Q∈(Xi,㌔・・,澱)h,b∈(X、,…,&)2Rと す る 。 そ し て
B=s/fsと しA=々[[κ1,…,κ め κ1夕,…,κ〃]]⊆1と す
る 。 こ こ で,x,≡Xl・modプ3(1≦;Z≦,Q),夕≡}/modプSと
す る 。 こ の と きAは 翫61磁 磯 〃z局 所 環 でdim、4=d,
depth/1=1,e(A)=2か つr4(A)=d十2で あ る 。
(R,n)をAり θ魏 θγ 局 所 環,Eを 有 限 生 成R一 加 群 と す
る 。 こ の と き1～ 区EでR上Eの イ デ ア ル 化 を 表 わ す 。 つ
ま り,加 法 群 と し てh区E=R×Eで あ っ て,
(G,x)(b,y)=(α∂,の 十 δκ)(こ こ で(a,x),(b,y)∈
RDcE)に よ っ て 積 を 定 義 し た も の で あ る 。 す る とR区E
は く肋 伽 γ 局 所 環 で あ り,n×Eが そ の 極 大 イ デ ア ル で,
dimR区E=dimRと な る 。(cf.[N]p.2)
例2.5.kを 体,dは 整 数 で4≧2と す る 。R=k[[Xl,…,
&]](形 式 的 べ き 級 数 環)と しrでRの 極 大 イ デ ア ル を 表
わ す と す る 。 こ の と き,A=1～ 区nと す る と,AはB勿 訪s-
6翻 〃z局 所 環 でdim、4=4,depth、4ニ1,e(A)=2か つ
rA(A)=d+2で あ る 。
例2.6.々 を 体,dは 整 数 でd;≧2と す る 。1～ニk[[X1,…,
Xと]](形 式 的 べ き 級 数 環)と し,A=R/(X,,…,&)∩
(Y,,…,yと)と す る と,Aは β鷹納6砺 窺 局 所 環 で
dim!1=d,depth.4ニ1,e(A)=2かつrA(A)=4十・2であ
る。
す る と,次 の著 しい結果が あ る。
定 理2.7([G1]).AをCo加η一〃α6醐勿 環 で ない完備Bu-
61磁醐 〃2局所 環 で,dim、4ニd,depth、4>0,e(A)=2'そ
して剰余体A/mは 無限体 であ りかつ,k=A/mと な るAの
部分体kが 存在す ると仮 定す る。この とき環 、4は,上で挙
げ た例2.2から例2.6のいずれか の環 とk一 代 数 として同型
であ る。
この節の最後 に次の4つ の補題 を挙 げ てお く。
補題2.8([SG]定理2.1).(A,m)は八1bθ'勉γ局 所環 でQ
は環Aの パ ラ メー ター イデアル とし,1=Q:mと お く。こ
A
の とき,e(A)>1な らば,1⊆Qで ある。
補題2.9([G2],[CHV]).(R,Y)は正 則局所 環 と し,dim1～>
0とす る。Rのn一 準素 イデアル1に つ いて次 は 同値 であ
る。
(1)イデアル1は 整 閉(つ ま り,1ニ1)で あってかつ剰余
環R/1はGoz朋s'θ伽 環 であ る。
(2)環1～の正 則パ ラ メー ター系{a,,…,ad}と正 の 整数
4>0が 存在 して,/=(G、,…,α4-1,αdりを満 たす。
(3)仰(n/(1+n2))≦1であ る。
(4)イデアル1はhの パ ラ メー ター イデ アル で あ ってか
つ整閉で ある。
補 題2.10.(A,m)を1%6'舵γ局 所 環 でd=dim4>0,





証明.e(A)>1よ りmQ=m(Q:m)で あ る(cf.[SG]補
　





補 題2.11.(R,n)を正 則局 所環 でQ=dim1～>0と し,Q





証 明.中 山の補題 よ りQn:n⊆nで あ る。よって,Qn:]1ニア れ
(Qu:n)∩n=Qu:nで あ る か らSoc£(n/Qn)ニ
ズ だ





Claim2.12.Q=Qなら ば,Qn:n=Qで あ る 。
(Claim2.12.の証 明)hは 正 則 局 所 環 でQニQだ か ら補 題
2,9より,あ るRの 正 則 パ ラ メ ー タ ー 系{al,…,ad}と 正
の 整 数g>0が 存 在 し て,Q=(a,,…,α4-1,α 匿)を満 た す 。
x∈Qn:nを と る 。R'=h/(a,…,αd-1)で 考 え る と,x∈
Qu1～':,n1～ノニ((ads)(ad)):(as)=(可q+り:adであ る。(但
し,x,adは そ れ ぞ れ 、酵=1～/(a,,…,α4一、)内 で のaの 同
値 類,asの 同 値 類 とす る。)す る と,adはR'一 正 則 元 で あ る
か らx∈(ads)R'と な る 。 よ っ て,x∈(a,,…,αd_1)R十
(ad)R=Qと な りQu:,n=Qを 得 る 。
_亙
し た が っ て,QニQな ら ば,等 式
姦(Socκ(n/Qu))=姦(Qn:r)/Qn)
=姦(Q/Qn)=dim1～=d
が 成 り立 つ 。
Q≠Qの と き,定 理1.2よ り(Q:r)(Q:n)=Q(Q:n)ズ ズ
が 成 り立 つ 。 よ っ て,QはQ:nのminimalreductionと
な る。 し た が っ て,n(Q:n)=nQと な る か らQ:n⊆
ズ ズ
nQ:nと な る 。よ っ て,Qn:r=Q:11と な る 。し た が っ て,
　 ズ ズ







完備 化、4を通 して,環Aは 完備 であ りかつ剰余体 と同型
な体 を含 んで いる として よい。 またA[T]M国 を通 して,
環 、4の剰余 体 は無 限体 であ ると して よい。したが って定理
2.7より環 、9は例2.2から例2.6のいず れか の環 と同型 であ
る。 よって例2.2から例2.6の環だけ を調べ れば よい。
例2,2の環Aの とき,ま ずbは 正 則局所環(よ って特 に
Go名θηs勉η局所 環)で あ り,bニA+AY,mB=m(し た
が って,昭=1と なる。),かつbはA一 加群 としてCo加 η一
ル1α6α〃勿 で もあってrA(B)=2で あ るこ とに 注意 を して
お く。Qを 環 、4のパ ラメー ター イデアル としQ=(G、,…,
as)とか く。 この とき,Q8はBの パ ラメー ター イデ アル
なの でa,,…,αdはB一正則列 をな しQβ=(G、,…,αd)b=
(a,,…,as,a,Y,…,adY)Aであ る。 こ こで 次 のClaim
を示す。
Claim3.1.ム(QB/Q)=aであ る。
(Claim3.1の証 明)a,Y,…,adY∈Q8/QがA/m上 一 次
独 立 であ るこ とを示せば よい。 そこでa,a,Y十… 十cr,a,Y
∈Q(こ こで α1,…,ad∈A)であ る とす る。1≦:Z≦:Qにつ
いて α画 γ∈Q+Σ 」≠助 β=a,、4+Σ頬 αゴ、Bであ り,ま た
α幽 γ ∈ αβ で あ る か ら,α 画y∈ α∫、4+αβ ∩(Σ 」≠吻B)
で あ る 。 こ こ で,Q、,…,asがB一 正 則 列 で あ る か ら0β ∩
(Σ∫≠f偽・B)=E:≠rata;、8⊆αf!1とな る 。 し た が っ て α画y∈
a;、9であ る 。 す る と αごyF¢伽4で あ る の だ か らa;∈mと な
る 。 し た が っ てClaim3.1が示 せ た 。
こ こ で/=Q:mと お き,4ニGA(1/Q)と す る 。こ の と き,
Q⊆QB⊆1よ り,d<<一Q<一rA(A)=d+2であ る 。Qニd+2
の と き は 定 理2.1よ り等 式1'ニQ∫ が 成 り 立 つ 。k=Qの と
き は1=QBと な り,こ の と き は12ニQ8・1=α で あ る か
ら よ い 。 し た が っ て2=d+1と す る。 よ っ て,あ るC∈1¥
Q8を と り1ニQ8十CAと な る 。 こ の と き,こ のcに つ い
て 次 のClaimが 成 り 立 っ 。
Claim3.2.L∈α ヲ:nで あ る 。 但 し,nはBの 極 大 イ デ ア
B
ル とす る。
(Claim3.2の証明)6¢Qβ:nと す る。 す るとCの と り方　
よ り0≠C∈B/QBで あ っ て(Q、8:n)/QB≠　
(oβ十Q8)/Qβか つ(Q帰:n)/QB⊂(6B・十QB)/QB⊆ム
(Qβ:m)/Q、8とな る。 こ こ で ム((Qβ:m)/Qβ)=
　 　
rA(b)=2であ り,ま たbがGoγ 朋s劾 η局所 環 であ るか




∈Q:m=1で あ るか ら1=QB:mと なる。しか し,これはぱ 　
Q⊆Q8⊆QB:m=1を 考 える とGA(1/Q)ニム(Qβ/Q)+
　
ム((QB:m)/QB)=d+2と なるので矛盾 であ る。よって
　
C∈Q8:nと な る 。
　
し た が っ て0≠C∈(QB:n)/Qβ で あ っ て,
　
ム((Q8:n)/Qβ)=1だか ら α ヲ:nニQβ十Ac=1と な　 　
る 。 こ こ で,も し ∫2≠Qβ ・1な ら ば 定 理1.2よ りQB=QB
inBで あ る 。 よ っ て,QB∩A=QBだ か らQβ=QBinA
と な る 。 こ の と きQ⊆Q8⊆1と 補 題2.8よ り1はQ上 整
で あ る か ら1ニQβ を得 る 。ゆ え に!=dと な り矛 盾 す る 。
し た が っ て,12ニQB・1=Q1を 得 る 。
例2.3,例2.4,例2.5に 対 し て も 同 じ よ う に 証 明 が で き る
(例2.5ではBと し てB=1～ 区1～を と れ ば よ い)。 そ の 証
明 は 省 略 させ て も ら う 。
例2.6の 環Aの と き,1≦ ∫≦4に つ い てx,=X;,鈴=Y,
inAと す る。L=(x,…,勘)A,M=(夕1,…,yd)Aと す る
と,.乙∩M=(0)で あ っ て,m=(x,…,κd,yl,…,yd)=
L㊥ ル1と な る 。B=、4/L,C=A/Mと お きme,meで そ れ
ぞ れBの 極 大 イ デ ア ル,Cの 極 大 イ デ ア ル を 表 す こ と に
す る 。 ま た,ε:A→b,τ:、9→Cを 自 然 な 写 像 とす る。
こ こ で,Qを 環Aの パ ラ メ ー タ ー イ デ ア ル と す る 。Q=
(G、,…,ad)とし1<Z≦:dに つ い て 偽=1;十 〃Zf(1,∈L,m,







が得 られ る。 そ こでSocパL/QL)を 調べ る。 こ こでL∩
M=(0)よ り
五窪τ(L)=(κ1,…,x。)c=m,
であ るか らSoc4¢/QL)を調 べ るにはSOCA(me/Qmc)を
調 べ れ ば よ い。 補 題2.11と そ の 証 明 に よ る と,
SOCA(mc/Qmc)の次 元 はd+1で あ っ てQmc:Qmcニご
(1,,…,1d,7)C(但 し,η ∈L)で あ りSOCA(me/Qmc)=
(1,,…,1d,ガ)と な る。(但 し,冤 はC=A/M内 で の 同 値
類 を 表 す 。)し た が っ て,完 全 列0→SOCA(L/QL)→1/Q
よ りGA(1/Q)=a+1で あ っ て1=Q+(1,,…,la,η)Aと
な る 。 よ っ て1'⊆ α+(11,一 ㍉ ら,η)2を 得 る 。 こ の と き
Claim3.3.1≦∫,ブ≦4に つ い て1,1;,1〃∈ α で あ る 。
(Claim3.3の証 明)L∩Mニ(0)に 注 意 す れ ば α ∋ α必=
(1十 窺 ∂ ら=1,1;十m;1;=hl.とな る 。 同 様iに α ∋ 碕 η=(1,十
ηz∂η=1〃 十 〃Z即=1ごη と な る 。
し た が っ て 等1'=Q1を 示 す た め に は η2∈Q∫ と な る
こ と を 示 せ ば よ い こ と が わ か る 。 と こ ろ で 定 理1.2に よ る
と,環C内 で は 等 式(QC:me)2=Q(QC:mc)=(1,,…,じ ご
1d)(1,,・・㍉14,万)Cが 成 り 立 つ の で ラ2∈(11,…,14)(1,,
… ,ら,万)Cと な り,L∩Mニ(0)よ り環Aま で 引 き 戻 せ
ば η2∈(1,,…,ら)(1,,…,la,η)Aが 得 ら れ る 。 す る と
Claim3.3から(1,,…,ら)(1,,…,ら,η)A⊆Q1が 得・ら れ
η2∈ α と な る 。 し た が っ て,等 式12=Q1が 得 ら れ る 。
同 様 に,㏄ ≠Q8in.8の と き はSOCA(M/QM)を 調 べ
る こ と に よ り 等 式12ニQ∫ が 成 り立 つ こ と が 示 せ る 。 し た
が っ て,QB=(四inBか つQC=QCinCと す る。 こ の




よ り1,,…,ら 一1はmeの 極 小 生 成 系 の 一 部 と し て よ い 。 こ の
と き 中 山 の 補 題 か ら,あ る15i≦:Qが 存 在 し て κご(≠(1,
… ,Zd-1)C十mc2とな る の で,κ4(≠仏,…,♂d一 、)C十mc2と
し て よ い 。 し た が っ て,剰 余 環C;C/(1,,…,ら.1)Cは
D隈 で 易 ∈Cが そ の 極 大 イ デ ア ル の 生 成 元 で あ る 。 よ っ
て,me=(1,…,ら.1,κd)Cで あ り,0≠ ら∈Cを 考 え る
と,あ る 整 数n>0と δ∈U(A)を と り ら=δ 萄 ηinCと か
け る 。よ っ て,環Aま で は 引 き 戻 す と ら=δ げ+p,1,+…+
ρd一、ら一,(但 し,1≦;i≦d-1に つ い てA∈Aで あ る 。)と
か け る 。し た が っ てadを 取 り 直 す こ と で,Q=(a,…,ad),
傷=1,十m;(1≦ ゴ≦4,1,∈L,m;∈M)と か い た と き,ら=
x'd(但し,n>0で あ る 。)と し て よ い こ と が わ か る。 さ て,
mc=(1,,…,ら_1,κd)Cで あ っ た か ら 環Aま で は 引 き 戻
せ ばm=(1,…,ら 一1,㌔)A十M=(1,…,ら 一1,κd,y1,…,
yd)Aを 得 る。 こ こ で,Rニk[[X,,…,Xと,Y,…,Yd]]
と しuを 環Rの 極 大 イ デ ア ル とす る 。1≦:i≦:d-1に つ い
てf∈Rを1;=九in、4と な る よ う に と る 。 こ の と き,ノ;∈
(X,,…,&)Rで と れ る 。す る とn=(},,,…,.后一1,Xと,Y,,
… ,Yd)R+α(但 し,α=(X,,…,瓦)∩(Y,,…,均)で あ
る 。)とな る 。 こ こ で,X,,…,&,Y,…,YdはR一 正 則 列
な の でQ=Σ 訂瓦 巧 ノ～⊆(f,…,f-1,)G,Y,,…,巧)Rと
な る 。 よ っ て,n=伍,…,ノd一,,Xと,Y,…,Yd)Rと な る 。






は 全 射 で あ る 。 こ の と き,}:R一 →R/Q=Aを 自 然 な 写 像
と す る と,(f。σ)(α)=(0)で あ る か ら 次 の よ う に 可 換 図 式




が 存 在 し て,か つ 全 射 で あ る 。環 、4は 八bθ漉 θγ環 で あ る か
ら ρ は 同 型 と な る 。 よ っ て,1≦'≦:d-1に つ い て ρ(x.+
m.)=1,十m,=a;,ρ(x"d十and)=x'd十and=adとな る か ら,
同 型 写 像 ρ を 通 し て,a;=x,+m,(1≦'≦:d-1,m;∈M),
as=x'd+and(y>0,ma∈M)と し て よ い こ と が わ か る 。
さ て,環Cは 正 則 局 所 環 でQC=QC=(x,,…,η 一1,畷)C
inCと し た か ら,補X2.1]と そ の 証 明 よ り
SocA(mc/Qmc)の 次 元 はQで あ っ てSocA(mc/Qmc)=
(x,,…,κd-1,兀")で あ る 。 こ こ で,次 のClaimを 示 す 。
Claim3.4.ム(1/Q)ニdであ る 。
(Claim3.4の証 明)GA(1/Q)≠dと す る と,次 の 完 全 列
0→Soc、1(L/QL)→1/Q→SOCA(B/QB)
よ り ム(1/Q)=d+1で あ る 。 と こ ろ で,環Bは 正 則 局 所
環 でQB=QB=(m,,…,and)binBと し た か ら補 題2.9
よ り 環Bの 正 則 パ ラ メ ー タ ー 系{61,...,Ca}(但し,1≦
仁4,C;∈Mで あ る 。)と正 のq>0が 存 在 し て,Q8=
(耳,…,Od-1,奄q)bと な る 。 し た が っ て,Socハ(b/QB)=
(C`d-1)であ る 。 す る と上 の 完 全 列 とム(SOCA¢/Q乙))=d
か つGA(//Q)=d+1と い う こ と か ら,あ る ξ∈1=Q:m
が 存 在 し て ξ=6dq-1+α+△(但 し,α ∈L,△ ∈Qで あ る。)
と か け,か つ ξ(≠SOCA(L/Q乙)であ る 。よ っ て,1=Q+(x,,




… ,αd)でa;;x;十m;(1≦ ∫≦:d-1),adニXnd十maで あ っ
た か ら,1=(x,,…,X4_1,xnd,m、,…,and,6dq-1十α)Aと
な る 。 と こ ろ で,Qβ ニ(m,,…,and)Bニ(C1,…,τ石,石9)
Bで あ っ た か ら 環 、4ま で 引 き 戻 す と
(m,…,and)A+L=(61,…,Cd-L6dq)A十Lを 得 る 。 こ
こ で,五 ∩M=(0)だ か ら(m,,…,ma)A=(c、,…,Ca-1,
Od9)Aとな る。 し た が っ て,1ニ(x、,…,㌔_1,Xrd,c、,…,
Od-1,6dq,6ゴ9-1十α)Aと な る 。 こ こ で,α ∈Lな の で
`d(免9-1十α)ニ64q十6dα=64q勿 ノ1と な り,1ニ(x,,…,
κd-1,x"d,C1,…,`ゴー1,6dq-1十α)Aと な る 。故 に,μA(1)≦:
2dで あ る が,一 方 で 補 題2.10よ り μA(1)=GA(1/Q)+
dim、4=d+1+a=2d十1と な り こ れ は 矛 盾 で あ る 。 し た
が っ て,ム(1/Q)=dを 得 る 。
よ っ て,SOCA¢/QL)=1/Qと な り,1=Q+(x,,…,
κdご、,xnd)Aとな る 。 こ こ で,Q=(a,…,ad),a;=x;十m,
(1≦:isQ-1),ad=x^d+駕dで あ っ た か ら1=Q+(m,,
… ,and)Aと な る 。 す る と,15i,ノ ≦4に つ い てQ∫ ∋
a;m;=(h十m,)m;_1;m;十mom,=mom,(1旦し,hは1≦,is
d-1な ら ば1,ニx,と し,zニaな ら ば ら=κ♂ とす る 。)であ
る か ら,等 式T=QIFを 得 る 。 し た が っ て,定 理1.1が 証 明
さ れ た 。
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